
Mechanical Design & Analysis Co.

September 2004

Monet, Argenteuil, 1875.

【特集】　はり解析における諸問題

FEM Consul t ing Services  for  Engineering Pract ice
Find Innovat ion in  Tradi t ion  2008-2019

Mech    D  & A    NewsMech    D  & A    News
vol. 2004-1

－　その4　曲げねじり連成振動の解析　－



  Mechanical Design & Analysis Co. 

  
1 

 
  

Fig.1 タコマ・ナロウズ橋の曲げねじり振動（1940 年）(1) 

(a) 発生直後 (b) 発生後 30 分 

【 1 】はじめに 
橋梁・航空機・自動車といった製品は，単に静的な強度を保つだけでなく，固有振動に代表される動的な機能の健全

性を維持することが重要です．動的な特性を向上させるためには，軽量化と高剛性化を高い水準でバランスさせるこ

とが必要であるため，これらの製品は，はりや薄板といった構造要素からなる組立構造物として設計されるのが一般

的です． 

 
組立構造物の設計において最も困難な課題の一つは，ねじり振動の制御です．最近では，大規模なシェルモデルによ

る解析が広く行われるために，ねじり振動だけに注目したモデルを作成することはかえって難しくなりましたが，旧

来のはりを念頭にした設計手法の中では，ねじりを適切に考慮することはきわめて重要な課題でした． 

 
Fig.1 は，1940 年 11 月に当時世界第 3 位の長大橋であったタコマ・ナロウズ橋が，わずか秒速 19m の風によって落

橋した様子を示しています(1)．この事故では，部材の揚力特性がねじり角に対して負の勾配を有するために自励振動

が発生し，後述のような曲げとねじりの連成振動を成長させて落橋に至ったと言われています(2)． 

 
これ以外にも零戦の開発初期における翼のねじりフラッターによる事故などが知られており，組立構造物のねじり振

動は，現在でも克服が難しい課題です． 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【 2 】構造部材のねじり 
ねじりに関する理論の本格的な研究は，Coulomb（1738～1806）に始まったと言われています(3)．彼は微小な電磁

気力を計測できる鋭敏なねじりばかりを製作するため，円形断面を有する棒のねじり理論を見出しました．これは

Fig.2（a）に示すような一様ねじりと呼ばれる挙動です．一様ねじりは，Jacob Bernoulli（1654～1705）が提案し

た平面保持の仮定に基づくもので，棒の横断面はねじりを受けた状態でも平面を保つことを想定しています．この考

え方は，Coulomb を追った Navier（1785～1836）まで受け継がれたと言われています． 

 
しかしながら円形以外の任意断面を有する部材では，Fig.2（b）に示すようにねじりによって軸方向への断面の変形

を生じます．このような変形を断面のそりと称します．そりの発生によって部材のねじり剛性は急激に低下します．

例えば紙を丸めて作った円筒が高いねじり剛性を示すのに対し，はさみで縦に切れ目を入れると，その剛性は著しく

損なわれます．甲板のない船底だけのボートや，屋根のない自動車のねじり剛性が極端に低くなるのも，この理由に

よります．このような Fig.2（b）に示すねじりの形態を一般に単純ねじり（Pure Torsion）と称します． 

 
単純ねじりにおける剛性の喪失を改善するために，Fig.2（c）のように断面の軸方向変位を一部拘束することが一般

に行われます．この図に示す H 形鋼の例では，先の（b）図ではフランジ部がせん断変形して軸方向変位を生じてい

たのに対し，（c）図では左端を拘束することにより，フランジが幅方向に曲げ変形するようになったことがわかりま

す．すなわち，部材の一部がねじりに伴って曲げを生ずるような拘束を与えれば，ねじり剛性の向上が図れます． 
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(a) 一様ねじり 

(b) 自由な軸方向変位を伴うねじり 
（サンブナンねじり・単純ねじり） 

(b) 軸方向変位を一部拘束されたねじり 
（曲げねじり・そりねじり・そり拘束ねじり）

Fig.2 構造部材のねじり 

Fig.3 断面の平面保持の考え方(3) 

箱形の船体の採用，自動車におけるハードトップの採用は

この例です．このようなねじりの形態を一般的にそり拘束

ねじり（Warping Torsion）と称します． 

 
最後に，円形以外の断面形状では横断面の平面保持が維持

できなくなる理由を簡単に示しておきましょう．Fig.3 は円

形および矩形断面を有する棒が点 S を通る中心軸について

ねじりを受けた状態を示します． 

 
（a）図に示す円形断面の場合，図中のハッチングに示す微

小要素はねじりによる角変位γを受けた結果，（c）図のよ

うに変形します．ねじりトルクに対応するせん断応力 τZθ
と共役な τθZ（すなわち τZθൌτθZ）が発生し，棒の横断面は

平面保持されていることになります． 

 
一方，（b）図に示す矩形断面の場合，ハッチングに示すよ

うな隅角部に微小要素を考えると，（d）図のような変形を

考えることはできません．なぜなら（d）図中のτXZ を表

示した面は外力を受けない自由表面であり，実際にはせん

断応力を負担することができないからです． 

 
従ってこの部分は（e）図に示すように応力ゼロで剛体的な

回転γを生ずることになります．すなわちこの部分はねじり

剛性に寄与できない遊びの部分となり，平面保持の仮定も維

持できないことになります． 
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Fig.4 チャンネル材の曲げとねじりの連成(４) 

【 3 】はりの曲げとねじりの連成振動 
基礎的なはりの振動理論では，はりはその対称面内で振動すると仮定されています．しかし，この仮定が成り立たな

い場合，曲げとねじりが連成した挙動が現れます．ここで Fig.4 に示すようなチャンネル材（C 形鋼）の挙動につい

て考えましょう． 

 
チャンネル材のような非対称な断面のはりに対しては，せん断中心という考え方があります．Fig.4 では O‐O'がこれ

に相当し，もし図中 y方向の鉛直荷重がこの軸上に与えられるならば，はりは純粋な曲げ変形のみを示し，ねじりを

伴わないことが知られています．今回はこのせん断中心軸を x軸とします．断面の図心軸は C‐C'であり，せん断中心

軸 xとは一致していないことに注意して下さい．材料力学からチャンネル材のせん断中心の位置は以下のように与え

られています．	

 
ウェブ中心からせん断中心までの距離：             ・・・（1） 

 

 
図心軸からせん断中心までの距離    ：             ・・・（2） 

 
ここで bはフランジ幅，hはフランジ中心間の距離，tはフランジおよびウェブの厚さです．	

	

一方，鉛直荷重によるたわみ曲線の微分方程式は 

 
         ・・・（3） 

 
ここで wは分布荷重の大きさ（上方が正），EIzは z軸に関するチャンネル材の曲げ剛性です．いま，荷重が図心軸に

沿って分布するならば，この荷重は，せん断中心軸 xに沿って分布する同じ荷重 wと，大きさ wcのトルクに置き換

えることができます．この場合，（3）式で示される曲げとせん断中心軸 xまわりのねじりとが共存することになりま

す．このねじりは一様ではなく，トルクを Tሺxሻとすると，ねじり角 φとの間には次の関係があります．	

 
         ・・・（4） 

 
ここで，Rは一様なトルクに対するねじり剛性，R1はゆがみ剛

性です．なおねじり角 φ の正の方向は右手系を構成するよう

に（b）図の通りとします．（4）式を微分すると（5）式が得

られ，（3）式を組合せることによって，静荷重が図心軸に沿っ

て分布するときの曲げとねじりの連成変形を得ることができ

ます． 

 
         ・・・（5） 

 
一方，はりが振動しているときは，次のような慣性の効果を考

える必要があります． 

 
横方向の慣性力  ：  

 
・・・（6） 

慣性トルク     ：  

 

 
ここで，IPは図心軸に関する断面の極慣性モーメントです． 
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いま，（3）式と（5）式の静荷重の代わりにこの慣性力と慣性トルクを用いれば，曲げとねじりの連成振動に関する

次の微分方程式が得られます． 

 
           ・・・（7） 

 

 
                         ・・・（8） 

 

 
ここで，はりが一つの固有モードで振動すると仮定し，次のように置きます． 

 
                     ・・・（9） 

 
ここで p は固有角振動数，X および X1は正規関数です．（9）式を（7）式および（8）式に代入すると，X および X1
に関する次の方程式が得られます． 

 
・・・（10） 

 
                  ・・・（11） 

 
個々の問題に対しては，（10）式と（11）式を与えられた境界条件の下で解くことにより，解が得られます． 

 

【 4 】両端単純支持はりの例 

4.1 チャンネル材などの場合（断面が 1 つの対称面を持つ場合） 

（10）式，（11）式が比較的容易に解ける例としては，両端単純支持はりに対して参考文献（4）および（5）に結果

が示されています．このときの境界条件は以下のように与えられています． 

 
                         ・・・（12） 

 
これらの境界条件は，両端点で変位 y とねじり角 φ が 0 であるのと同時に，それらの 2 回微分，すなわち曲げモー

メントとそりの拘束による応力が発生しない条件を与えています．ここで，これらの条件は次のように置けば満足さ

れます． 

 
                                ・・・（13） 

 
ここで，Ciおよび Diは定数です．これらを（10）式および（11）式に代入し，記号 

 
                                             ・・・（14） 

 
を用いると 

 
            ・・・（15） 

 
            ・・・（16） 

 
これらの式がゼロでない Ciおよび Diの解をもつためには，その行列式がゼロであればよいので，振動数方程式は 
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            ・・・（17） 

 
これから  

  
                                ・・・（18） 

 

 
（18）式は，チャンネル材のように断面が一つの対称面を持ち，その面と垂直方向に振動する場合のはりの固有振動

数を与えます．この場合，せん断中心は図心と一致していない，すなわち c はゼロでないので，（18）式から 2 つの

pi2の値が得られます． 

 
このとき（15）式と（16）式のかっこ内の大小比較から，pi2の大きな値に対しては Ci および Di は同符号，pi2 の小

さな値に対しては異符号となることがわかります．Ciと Diはそれぞれ変位 y とねじり角 φ の係数であることから，

この 2 つの状態を図示すると，Fig.4（c），（d）のようになります．後述の FEM 解では，Fig.6 の 3 次と 2 次の変形

モードの組合せがこれに対応します． 

 

4.2 H 形鋼などの場合（断面が 2 つの対称面を持つ場合） 

H 形鋼のように断面が対称でせん断中心と図心が一致する場合，cはゼロであるので，λൌ0となり， 

 
       ・・・（19） 

 
この式から，2 つの固有角振動数は 

        
・・・（20） 

 
（14）式からわかるように，これらは曲げ振動とねじり振動が連成しないときの振動数となり，曲げとねじりは互い

に独立していることがわかります． 

 

4.3 一般の場合 

対称面を持たないはりの場合，問題は複雑になります．このような場合，ねじり振動は 2 つの主軸面内の曲げ振動と

連成し，2 つではなく 3 つの連立微分方程式が得られます．実用の飛行機の翼やプロペラは一様な断面でない複雑な

形状を有し，これらの問題を解くためには，FEM などの数値解法を利用する必要があります． 

 

【 5 】FEM による解析 
以上に述べたチャンネル材の曲げねじり振動を対象として，FEM 解析を行いました．この問題ではまず要素タイプ

の選定がポイントとなるため，今回はシェル要素以外に，以下に示すような断面内に積分点を有する形式のはり要素

を適用してみました．ソルバーには Marc を用いました． 

 
 ・要素タイプ 75 ： 4 辺形厚肉線形シェル要素 

 ・要素タイプ 79 ： 3 次元薄肉開断面はり要素 

 
Fig.5 に対象とした断面の形状を示します．先に示した理論解に対応する諸元は以下の通りです． 

 ・材料定数 

  ヤング率    Eൌ21000	 〔kg/mm2〕    

  ポアソン比   νൌ0.3	

  質量密度    ρൌγ/gൌ8.02ൈ10‐10	〔kg	sec2/mm4〕 
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・断面定数 

  断面積    Aൌ950 〔mm2〕 

  断面 2 次モーメント  弱軸まわり：Iyൌ2.25ൈ105	 〔mm4〕,  

強軸まわり：Izൌ1.43ൈ106〔mm4〕 

  図心とせん断中心の距離     cൌ31.25〔mm〕  

  ねじり剛性   RൌGJൌ6.39ൈ107〔kg	mm2〕 

  ゆがみ剛性   R1ൌECwൌ7.25ൈ1012〔kg	mm4〕 

  極慣性モーメント   IPൌIy൅Izൌ1.66ൈ106〔mm4〕	

 ・その他の条件 

  はりの長さ   lൌ2500〔mm〕（せん断変形の影響が現れないように十分な長 

さを採用した．端点の境界条件は，（12）式による．） 

 
今回検討した理論解には，はりの横せん断による変形の効果は含まれていません．しかしシェル要素によるモデル化

ではせん断の効果も含まれてしまうため，解析モデルの長さを十分にとり，曲げ変形に比べて横せん断による変形が

無視できるように配慮しました．一般には，はりの断面の高さに対して 20 倍程度以上の長さを採用することによっ

て，曲げ変形を卓越させることができます． 

 
また端部の境界条件は図心に対して与える必要があります．シェル要素の場合は参照節点を両端面の図心上に置き，

この参照節点を回転中心とするようにウェブの節点との間に剛体領域（MPC）を定義して，境界条件を与えました．

このときフランジの節点まで剛体領域に含めると，断面のそりを拘束してしまい，境界条件を満たさなくなるので注

意して下さい． 

 
ビーム要素の場合は，図心位置を原点として断面形状の座標を与えることによって，連成の効果を表現することがで

きます．図心ではなくせん断中心を原点とすると，純ねじりを表現したい場合には正しい結果を与えますが，連成の

効果は現れなくなってしまうので，目的に応じて適切に使い分ける配慮が必要です． 

 
解析結果を Fig.6 と Table1 に示します．まず最低次には，はりの弱軸（Iy）に関する曲げのモードが現れます．この

モードははりの断面の対称面（今回は水平面）に平行な方向の振動であるので，4.1 に示したようにねじりとの連成

の効果は無いことに注意して下さい．従って固有振動数は（18）式ではなく，通常のはりの公式によって求められま

す．同様に 4 次および 7 次も非連成の弱軸に関する曲げのモードです． 

 
これに対して 2 次と 3 次は（18）式で計算される連成のモードです．iൌ1に対して 2 つの固有振動数が計算されます．

連成の基礎となるはりの強軸（Iz）に関する曲げと，ねじりの固有振動数を（14）式を用いて計算すると以下のよう

になります． 

 
 はりの強軸（Iz）に関する曲げのモード ： ωbi/2πൌ	50	 〔Hz〕	

 ねじりのモード    ： ωti/2πൌ	38 〔Hz〕 

 
Table1 に示すように 2 次のモードは 34Hzであり，連成の効果によって，上記の単独のモードを下回る固有振動数が

現れることがわかります．Fig.6 を見ると，この 2 次のモードではチャンネル材が口を開くようにしてねじれ，同時

に上方向にたわむ変形を示しています．直感的にも理解しやすい結果になっています． 

 
窓に下ろしたブラインドがわずかの風で手がつけられないほど大きく振動するのは，風の揚力によって励起された曲

げねじりの振動モードが，ねじり角に対する負の揚力特性（負の減衰）によって自励振動を起こすからです．このと

き風の速度エネルギは，際限なくブラインドの振動エネルギに変換されることになります．冒頭のタコマ橋の事故は，

このような現象が原因であったと今日では判断されています． 
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Table1 固有振動数の解析結果 

Fig.5 解析対象（チャンネル材）  

(a) 断面形状 (b) FEM によるモデル化 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

次数 モード区分 
固有振動数[Hz] 

理論解 シェル要素(#75) はり要素(#79) 

1 非連成曲げ 1 次 20 20 20 

2 連成(i=1) 34 34 34 

3 連成(i=1) 71 69 70 

4 非連成曲げ 2 次 79 79 79 

5 連成(i=2) 88 90 91 

6 連成(i=3) 166 169 171 

7 非連成曲げ 3 次 178 175 178 

8 連成(i=2) 260 246 256 
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Fig.6 シェル要素による固有振動モードの解析結果 
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