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【１】  はじめに
今日、陰解法と陽解法による非線形ソフトウェアは、いずれも十分な信頼性と実用性を備えて市場に提供されている。最近で
はハードウェアの低価格化という追い風を得て、普及と呼ぶに足る台数が国内には出回っていると考えられる。しかしながら
非線形の問題は、本来、重ね合わせができない、経路依存性がある、解の唯一性あるいは存在の保証がないといった本質的な
困難を抱えている。従来の設計法は、これらの困難が露呈しないように、すなわち不確定な現象の深追いを巧妙に避けながら
発達してきた経緯があるために、設計の現場には非線形解析の導入を容易には許さない土壌が既にできあがっている。

実際、弾性論や振動論のように線形的な議論を深めることができる領域では、既に余す所なく研究は尽くされたかに見える。
しかし非線形性がややもすると頭をもたげてくるような領域、例えば破壊力学や粘弾性学は80年代にピークを迎えた後、そ
の後の研究者の意欲は必ずしも一様ではない。多くの異論はあろうが、実験的な困難に加え、解析ツールの未成熟、ひいては
実用設計への遠い道のりが、これらの分野から多くの研究者の足を遠ざけたと言うことができる。

2000年代に入り、ハード・ソフト共に非線形に立ち向かう道具がようやく整備されたにもかかわらず、これら基礎工学との
足並みの乱れが、非線形解析に従事する者に漠然とした不安感を抱かしめる本質的な原因となっている。一方、最近の設計合
理化に対する過度の要求は、非線形解析に対する過剰な期待を育み、これも、より直接的な不安を募らせる要因となっている。
従って、いかに最近の非線形解析の市場が開発されたかに見えようと、解析に対する意欲と不安が表裏一体となっていること
が少なくないために、多くの害がもたらされる。以下の解析例などが、これらの不安を軽減する一助となれば幸いである。

【２】  陰解法と陽解法
近代の産業は、幾多の盛衰を経て現在に至っている。国内で見れば、60年代は繊維、80年代は原子力、2000年代は自動車が
世の先端を担ってきた。それぞれの時代、例えば繊維の時代は材料力学の理論によって、また原子力の時代は陰解法FEMに
よって、そして自動車の時代は陽解法FEMによって解析の分野は支えられてきたと言うことができる。

例えば自動車の場合、自動車が先であったか陽解法が先であったかは判然としないが、少なくとも陽解法によってもたらされ
る恵みが自動車設計の技術を著しく向上させたことは紛れもない事実である。同様に、陰解法FEMが原子力プラントの実用化
において最も重要なキーであったことも紛れもない事実である。しかしだからといって、FEMが設計の全てではなく、陽解法
や陰解法、また理論的解法が、それぞれ互いの代替をなすものではないことも、紛れもない事実である。

設計の合理化は、その一面において設計思想の持つ抽象性を許さず、ケースバイケースの対応を要求する性質を持っている。
例えばFEMは実用面での応用性に優れるが故に合理化に貢献すると言われている。しかし反面、形状・材料・荷重などの条件
を、個々のケースに対して明確化することでFEMの実用性は維持されるのであるから、ややもすると設計思想が目指す抽象化
の方向性とは逆になる。

FEMの導入初期においては、このような見識を持つ技術者は決して稀ではなかった(1)。まして陽解法である。常に慣性力の呪
縛の下で解析しなければならない。時間という一過性の単位が支配する動画の中では、製品を注視することは難しい。動画は
動画として、静止画は静止画として、抽象画は抽象画として使い分ける器量と分別が要求される。

【３】　陽解法を正しく使うために
古典に属するが、ティモシェンコとヤングは応用力学に関する著書の序文において、力学一般の解法は次の3つの段階から成
るとしている(2)。

　(1)複雑な問題を、代数学的あるいは幾何学的に表現できるような理想的な場に帰着させる。

　(2)この純粋に数学的な問題を解く。

　(3)物理的な立場からこの解を説明する。
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これらの過程において、(2)の数学的なステップだけに傾注する結果、問題の本質を見逃す学生が大半であると彼等は指摘して
いる。しかし同時に(2)のステップの意義は「次元を理解すること」および「極限の解を知ること」にあるとしており、この
非凡な指摘は今でも耳に新しい。FEMの利用において欠落するのも、正にこれらの点である。

今回は陽解法の利用が拡大しつつある状況を踏まえ、陰解法との比較から、その適切な使い分けについて検討するものとした。
陽解法の活躍の場は、座屈のような大変形と衝撃が組み合わされた場であろう。このような場を支配する要因の代表的なもの
について、まず基礎的な解析例を以下に示す。

3.1　剛体運動の表現
衝突問題は、物体の持っている剛体的な運動エネルギが、衝撃によって物体内の振動エネルギ、すなわち物体そのものの剛性

が関与する運動に転じ、やがて減衰によって消散してゆく過程である。
これを明らかにするには、まず並進と回転からなる剛体運動が適切に
表現されることが必要である。先のティモシェンコとヤングの著書(2)

には、衝撃によってもたらされる剛体運動の突然の変化に対する解の
例が与えられている。Fig.1にその中の代表的な問題を示す。

長さ l 、重さWの細い角棒ABが回転せずに傾いた状態で垂直に落下

するものとする。端Aがなめらかな水平面に衝突したとき、棒の重心
Cが速度vcをもっているならば、衝突直後の棒の運動はどのようにな
るか。ただしA点でのはね返りはないものと仮定する。衝突直前、棒
は並進運動だけを行うので、A点まわりのその角運動量は、次式のよ
うになる。

(3)式 FEM

306 mm/sec 310 mm/secvc’

但し　Vc=443 mm/sec　α=30°
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A点における衝撃力は摩擦がなく垂直であるので、C点は衝突後は新しい速度vc’でもって垂直運動を続ける。また点Aは水
平に移動し、その結果、棒はある角速度ω’を必要とする。これらを踏まえると、衝突直後のA点まわりの棒の角運動量は(2)
式のようになる。(1)式と(2)式を等置して衝突後の速度vc’を求める。このとき、C点が鉛直、A点が水平に運動することか
ら、図中のD点が衝突後の回転の瞬間中心となることがわかる。結果だけを示すと、(3)式が得られる。
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Fig.2にLS-DYNAによる解析結果を示す。(3)式の解と一致する結果が得られた。壁からのはね返りが考慮されていないので、
この解が衝突問題に直接有用であるわけではないが、電機製品の落下衝撃などの問題において、最初の衝撃の後に生ずる姿勢
の変化、更にその後に生ずる2次衝突の予測に対して、検証の一環となり得る。

Fig.2　棒の衝突問題（LS-DYNA）

Fig.1　棒の衝突問題
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3.2　物体内の波動伝播
前項では、剛体として挙動していた物体の運動が衝撃によって一気に変化すると仮定して、角運動量の保存則から運動の変化
を導いた。しかし現実の物体では運動の変化は一時に起こるわけではなく、まず衝突先端で生じた応力が波動として物体内を
伝播し、次に反対側の端で反射し、再び衝突先端に帰ってくる。物体のはね返りはこのような過程によって達成される。FEM
を適用する場合、弾性波の伝播速度は要素タイプによって異なり以下のようになる。

ビーム要素 　 ……(4) E ：縦弾性係数 ν：ポアソン比

シェル要素 ……(5) K ：体積弾性係数 G ：せん断弾性係数

ソリッド要素 ……(6) ρ：質量密度

Fig.3に真直棒のはね返りの様子を示す(3)。棒の内部を1次元的に伝播する弾性波は棒波と呼ばれる。その伝播速度は(4)式

に等しく、棒の先端が壁に衝突し、解離してはね返るまでの時
間は、棒の長さの2倍をこの速度で除した値となる。棒が太く
なったり、ポアソン比が0.5（非圧縮）に近くなるとこの問題
も単なる棒波では表現できず、複雑な様相を呈するようになる
が、ここでは基本的な例のみを示した。

3.3　座屈の発生
応力波の伝播によって物体内にはひずみがもたらされる。LS-
DYNAが対象とするような問題では、ひずみは弾性域を超え、大
ひずみの塑性領域に入ることが大半である。複雑な構造物では
多数ある座屈モードの中から、載荷によって特定のモードによ
る変形が、選択的に進むことになる。

応力-ひずみ関係の接線勾配は、塑性化により緩やかになるの
で、波動の進行速度としては塑性波よりも弾性波の方が速い。
従って、構造が塑性化を伴って座屈するとしても、その変形
モードは先行して現れる弾性座屈モードによって導かれると考
えるのが順当である。実際、ティモシェンコの著書(4)などには
弾性座屈理論における縦弾性係数を、応力－ひずみ線図上の接
線係数やセカント係数に置き換えて、塑性座屈の臨界荷重を適
切に推定する例が多くある。

Fig.4は自動車の衝突緩衝材として用いられる中空型材の軸方
向の圧縮による座屈の例を示す。この種の座屈の解析例は最近
多いが、好みのモードで座屈しない、あるいはモードの再現性
がないといった不満が少なくない。

Fig.5はこのような事情を背景にして実施した中空円筒の解析
例を示す。円筒の形状比をパラメータとして解析すると、確か
に様々な座屈モードが出現し、一見、まとまりのない結果に見
える。この種の円管の弾性座屈については、古くは　　　(5)に
よる理論的な研究、ティモシェンコ(4)によるその解説がある。

そこで、この理論における縦弾性係数を塑性域の接線係数で置
き換え、FEM解との比較を試みた。Fig.5に結果をあわせて示
す。詳細は参考文献(6)に譲るが、以下のような結論が得られた。

　　Fig.4　中空型材の軸方向圧縮
住友金属テクノロジー（株）ニュースレター
　　「つうしん」2001年秋号,No.33

Fig.3 弾性棒の衝撃
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【４】　解析例1　円弧アーチの外圧座屈
4.1　静的解析
次にFig.6に示すような両端を固定された円弧アーチの外圧座
屈を扱ってみる。この問題は既に綿密な解が与えられており、
Fig.6の破線に示すような非対称形状の分岐モードが得られる
ことが知られている(4)。この問題を以下の条件で解析した。

E = 1 kg/mm2 ν = 0
R = 100 mm α = 30°
□1mm× 1mm断面 I=bh3/12=0.0833 mm4

座屈固有値はFig.6にある式を用いて、qcr=6.11×10
-6kg/mm2

となる。モデル化には厚肉シェル要素を適用し、弧長法による
荷重増分解析を行った。上に示した座屈固有値は非対称形状の
分岐点に相当するものであり、初期不整がない理想的な条件で
は、アーチは対称に変形する極限点まで耐えるはずである。こ
れを以下の3つの条件で解析した。

②ストリップの座屈

①円筒の軸対称座屈
③長柱の座屈周方向波数

軸方向波数

W.Flugge,”Statik und Dynamik der Schalen,”Berlin,1934
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Fig.5　中空円筒の軸方向圧縮
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Fig.6 円弧アーチの外圧座屈

α　  30°　 60°　 90°　 120°　150°　180°

k　 8.621　4.375　3.000　2.364　2.066　2.000

　(1) 圧縮の当初は、壁面との摩擦により軸対称のモードが出現する。その結果は、Gerardの解(4)で説明できる。

　(2) 続いて現れる非軸対称のモードの形状と座屈荷重は ggeuFl && の解で説明できる。

　(3) (2)の理論解で予測される変形モードに見合う初期不整を与えると、モードの再現性は確保できる。誤った初期不整を
　　　与えると、変形の途中でモードが変化するなど、不安定な結果となる。
　(4) 薄肉の場合は、断面が楕円につぶれる屈曲のモードによって座屈荷重が極端（軸対称モードの3/5)に下がるおそれを
　　　ティモシェンコは指摘しており、それを裏付ける結論となった。

すなわち、一見まとまりのない結果も、弾性座屈理論の適用によって解釈が可能となる。単にLS-DYNAを適用しただけでは、
有意な結論を導くことは難しく、実験や理論の裏づけによって初めてFEMの価値は高まる。
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4.2　固有振動解析
次に、この問題を動的に解析するにあたり、まず固有振動モードを検討した。アーチの密度は以下の通りとした。

ρ=γ/g=1× 10-10　kg・sec2/mm4　（比重1相当）

Fig.9に外圧を徐々に加えながら固有振動モードを求めた結果を示す。分岐点以下の荷重条件下では、1次モードは非対称な
形状となる。外圧によってアーチには圧縮の膜応力がもたらされるので、無負荷に比べて分岐点直前での固有振動数は低下す
ることがわかる。分岐点を上回り極限点までの領域では、分岐前に1次であった非対称のモードは消失し、今まで2次であっ
た対称のモードが代わって1次となる。なお、以上のようなモード形状の現れ方は、座屈固有値を求めた場合と同一であるこ
とを確認している。

4.3　動的解析
次に、固有振動解析で使用したモデルに、直線的に増加する外圧を与え、LS-DYNAにより時刻歴応答を解析した。今回のモデ
ルの極限点の外圧はFig.8の Case1に示すように約9×10-6 kg/mm2である。また極限点付近での固有振動数はFig.9の対
称形状の1次に示すように11.4Hz、すなわち固有周期にしておよそ0.1secの特性を有している。そこでこれらの数値を丸め、
以下のように緩急2ケースの荷重載荷の条件について検討した。

Case1　緩載荷： secmm/kg101
100

1

sec1.0

mm/kg101
p 26

25
−

−
×=××=&

Case2　急載荷： secmm/kg101
sec1.0

mm/kg101
p 24

25
−

−
×=×=&

　Case1：初期不整を与えず、極限点を見出す。
　Case2：固有モードと相似なごく僅かな初期不整を与え、分岐させる。

　　（初期不整をsin形状とし、真円との差がアーチの肉厚の1×10-3）
　Case3：より大きな初期不整を与える。（同じく1×100）

Fig.7に、得られた変形の履歴を示す。Case1では対称に、Case2では非対称に変形形状が推移することがわかる。Fig.8は
荷重-変位曲線を示す。Case2の座屈点は、上記に示したティモシェンコの理論解にほぼ一致する。またCase3では座屈点が
大幅に低下する。解析的にはCase1、Case2はきわめて不安定であり、MarcのAuto Increment機能を用いて約2000ステッ
プの解析となっている。不用意に解析すると、数値誤差が不整となってさまざまな径路が出現し、これらの間を規則性なく行
き来するような結果となった。

なお、ABAQUS、Marcには分岐点を直接探査する機能はないので、初期不整を与えることで分岐点を極限点に変え、近似的に
分岐径路への導入を図っている点に注意しなければならない。
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Fig.10 Case1 緩載荷（動的）

Fig.11 Case2 急載荷（動的）

Fig.9 外圧を受ける円弧アーチの固有振動モード
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【５】  解析例2　薄肉円管の曲げ座屈
5.1　弾塑性材料
薄肉円管に曲げを与えると、断面が扁平化し、屈服座屈を生ずる。この種の課題は、古くは曲げ鋼管の成形限界,最近では自
動車ドア外縁の曲げRに沿わせるウェザーストリップと呼ばれるシール材などにおいて実用的な価値がある。今回は単純な円
管の両端をつかみ、回転角変位あるいはモーメントを与えた。軸方向の並進変位は成行きである。解析条件は以下の通りであ
る。材料としては概ね樹脂材料を想定した。

直径 30mm 縦弾性係数 150　kg/mm2

肉厚 1.5mm ポアソン比 0.4
長さ　400mm 降伏応力 0.2　kg/mm2

密度 1× 10-10　kg・sec2/mm4

これを以下の手法で解析した。

Case1　ABAQUS　　弧長法
Case2　ABAQUS　　人工粘性
Case3　LS-DYNA　 緩載荷（20 rad/sec）
Case4　LS-DYNA　 急載荷（200 rad/sec）

Case1 ABAQUS 弧長法は、最もオーソドックスな解法であろう。Fig.12に端部に加えた曲げモーメントと角変位の関係を示
す。座屈開始直後に変位が戻りながら荷重が失われるのが特徴である。曲げ座屈では、断面が扁平化して高さが減少すると断
面2次モーメントが減少するので、荷重は一気に失われる。同時に、曲げモーメントの減少は、曲げひずみの減少でもあるの
で、角変位の戻りを伴う座屈挙動となる。

Case2 ABAQUS 人工粘性の結果をFig.13に示す。この機能は、ABAQUSに最近加わったもので、解析の安定化を目的として
いる。座屈や材料の軟化などの現象によって構造物の剛性が失われるとき、それが構造物の巨視的な変形モードの中で現れる
のであれば、弧長法による解析が有効である。しかし、局所的な変形の中で現れると、全体の荷重-変位関係の中では、埋没
して見えなくなることがあり得る。

例えば、柔らかくて薄い膜を弛緩させて、無数のしわが寄るような状態がこれに相当する。このような問題では、同じ荷重値
に対して無数に座屈モードがあり、メッシュを細分化すれば、限りなく新たな座屈モードが現れるような状況になる。ABAQUS
の弧長法は、3次元問題を含めて、非常に強靭な解を与えるが、少なくとも全体の荷重-変位関係に差異が現れる程度に座屈
モードの特異性がなければ、弧長法によって径路を誘導することは難しい。

そこで、便宜的に時間増分を与えることによって履歴中の節点速度を監視し、速度に比例する粘性力をモデルに加えるように

Fig.10はCase1緩載荷の結果である。アーチの固有周期に比べ十分に長い時間で載荷しているため、アーチは静的な状態で
最も出現しがちな非対称なモードで飛び移り座屈を生じていることがわかる。この解析に使用したモデルは初期不整を与えて
いないが、動的な載荷によって非対称なモードに分岐した結果と考えられる。

Fig.11はCase2急載荷の結果である。アーチの固有周期と同程度の時間で載荷すると、慣性の効果によってアーチの変位応
答が遅れ、この結果、静的な極限点よりも20％程度高い荷重で飛び移り座屈が生ずることがわかる。またアーチが反転した
後も変位の振動が持続することがわかる。このような慣性力によるオーバシュートの効果は、柱材の圧縮座屈に対してティモ
シェンコの解説があるので参照されたい(4)。

日頃慣れ親しんだ常識によれば、アーチの座屈荷重は初期不整によって大幅に低下する。準静的な載荷の場合には、このよう
な理解は正しい。しかし動的な載荷の場合には、多少の初期不整があっても静的な極限荷重を大きく上回るまで座屈しないこ
とがあるので注意が必要である。
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したのが人工粘性の機能である。剛性の喪失は急激な変位の発生をもたらして解析を不安定にする。従って、人工粘性の機能、
すなわち急激に増大する速度を制御する機能は、不安定性の解消に対して非常に効果がある。しかし私見ではあるが、この種
の機能は非線形問題の解法を容易にしようとするあまり、現象の難しさやその出現の不確定性を覆い隠してしまうことが少な
くない。陰解法FEMは厳密なエネルギバランスの下に解析を進めるため、強靭さの面では陽解法FEMに一歩を譲る。しかし繊
細であるが故に本質に切り込む鋭利さがもたらされるのであるから、人工粘性のような機能の使用に対しては慎重であるべき
ではないだろうか。今後の展開を待ちたい。

Fig.13に示す弾塑性の例では、塑性ひずみによってエネルギが消散するので、人工粘性を用いるよりは、弧長法で丁寧に解
析するのが本来である。弧長法の場合は荷重制御で解析したが、人工粘性の場合は（座屈点以降で荷重を下げることができな
いので）変位制御で解析した。この結果、変位の戻りは生ずることなく、飛び移るように挙動していることがわかる。なお、
人工粘性で消散したエネルギは回復しないので、ABAQUSでは、エネルギの推移をモニターし、この消散分が過大とならない
ように注意することが推奨されている。

Case3 LS-DYNA 緩載荷の結果をFig.14に示す。現実の構造体は、剛性の喪失があっても材料本来の粘性と慣性力の効果が
あるために速度が発散してしまうことはない。従って、動的な問題として不安定現象を扱うことは決して的を外れたことでは
ない。ここに示すように緩やかに載荷すると、先のCase2 ABAQUS 人工粘性の場合とほぼ同等の結果が得られた。

Case4 LS-DYNA 急載荷の結果をFig.15に示す。急速な載荷によって、中央ではなく端に近い部分で屈服が現れた。現実の
応答でも、これはありがちな結果であると思われる。材料のひずみ速度依存性の効果が加わると、挙動は更に千差万別になる
と考えられる。

5.2　ゴム材料
最後に、材料定数をゴムに改めて、同様の解析を行った。材料定数はOgdenの原論文(7)にある値を使用した。

α1 =  1.3　 μ1 =  6.3× 10
-2 kg/mm2

α2 =  5.0 μ2 =  0.012× 10
-2 kg/mm2

α3 = -2.0 μ3 = -0.1× 10
-2 kg/mm2

密度 1× 10-10　kg・sec2/mm4

弾塑性の場合と同様に、以下の4つの手法で解析した。
Case1　ABAQUS　　弧長法
Case2　ABAQUS　　人工粘性
Case3　LS-DYNA　 緩載荷（2 rad/sec）
Case4　LS-DYNA　 急載荷（20 rad/sec）

Case1 ABAQUS 弧長法の結果をFig16に示す。座屈点を超えた後、端部に近い2ヶ所が屈服し、角変位に大きな戻りが生じ
た時点でそれ以降の解が見出せなくなった。実際の現象では2つのくびれが軸方向の内向きに移動し、最終的に中央で合体し
て1つになるような挙動が観察される。これはゴム材料が弾性であるために、局所的な変形が生じたとしても、それはいつで
も回復して別の変形モードに移行できるためである。このため、弾塑性のように変形が回復しない問題に比べると解析の難度
ははるかに高い。弧長法による解析が途中で進行しなくなった原因は、その時点で複数の座屈モードが同時に検出された結果
であると考えられる。

Case2 ABAQUS 人工粘性の結果をFig.17に示す。人工粘性はこの種の課題において本来の有効性を発揮する機能である。し
かし、以下に示すLS-DYNAの結果と見比べると、これもまた単なる座屈径路の1つを人工粘性の力を借りて曖昧に誘導したに
過ぎず、高い見地からの工学的な判断が必要であると考えられる。

Fig.18、Fig.19にLS-DYNAの結果を示す。全体が扁平化する例、複数のくびれが生ずる例を示した。これ以外にも無数の解
があり、系統的な結論を見出すには現状至らなかった。
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Fig.12 Case1 ABAQUS　弧長法

Fig.13 Case2 ABAQUS　人工粘性

Fig.14 Case3 LS-DYNA　緩載荷

Fig.15 Case4 LS-DYNA　急載荷

【弾塑性材料による解析結果】
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Fig.16 Case1 ABAQUS　弧長法

Fig.17 Case2 ABAQUS　人工粘性

Fig.18 Case3 LS-DYNA　緩載荷

Fig.19 Case4 LS-DYNA　急載荷
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【ゴム材料による解析結果】
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