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【1】はじめに
中空の薄肉構造物の座屈解析は、航空機や圧力容器の設計に関連して発達してきました。この結果、流体との連成な
どごく一部の領域を除いては、座屈限界に対して十分に健全な設計ができる水準に到達しています。しかし、薄肉の
部材が面外に変形して、しわが発生するような塑性座屈現象では、長柱座屈に代表されるような単純な分岐座屈のよ
うに、構造物の耐力が必ずしも一気に失われるわけではありません。座屈が進行する過程において荷重を適当な水準
で推移させたり、座屈後の変形形状を安定な状態に導いて耐力を復元させたりするような工夫が可能です。

すなわち、単に崩壊ではなく、大きな変形を許容する技術という観点から座屈を見れば、変形によってエネルギを吸
収する構造としての利用が可能になります。この種の構造は、小型軽量でエネルギ吸収能が高く、また設置後のメン
テナンスが不要であるのが、実用上の大きな利点となります。今回は中空円筒の軸方向圧縮を例にとり、基本的な座
屈特性を評価した例を紹介します。

【2】中空円筒の軸方向座屈
中空円筒の軸方向座屈に対しては、Horton(1)や都井(2)らによる実験的あるいは解析的なまとまった研究があります。円
筒が弾塑性材料である場合、肉厚 h が平均半径a に対してごく薄ければ（例えば a/h ＞数百）弾性座屈を生じますが、
一般的には塑性座屈がもたらされます。このときの座屈の過程は主に円筒の形状によって異なり、次のような3 種類
の形態があります(1)。

　　(a)軸対称座屈が発生し、軸対称モードを保つ。
　　(b)軸対称座屈が発生し、非軸対称モードに分岐する。
　　(c)当初から非軸対称座屈を生ずる。

試験機によって圧縮された円筒では、端部の半径方向変位は加圧板との摩擦により拘束されています。このためポア

ソン比に起因して、たる型の変形（バルジング）がもたらされます。上記の(a)と(b)で軸対称の塑性座屈が先行する
のはこの理由によります。しかしながら、端部を拘束された状態でバルジングするためには円筒の周方向の伸張変形
を伴うため、条件が整えば、より変形エネルギーの小さい不伸張型の変形、すなわち非軸対称モードに分岐します。

これが(b )の形態であり、円筒が長く、周方向の波長と同程度に軸方向の波長を許容できる場合に出現します。円筒
が短いと周方向の波は育たず、(a)のように軸対称モードが保たれます。これら(a)と(b)の変形はa/h が小さい比較的
厚肉の円筒で観察されます。

一方、薄肉、すなわちa/h が大きい場合には(c)の形態となります。このような薄肉円筒では弾性座屈応力が降伏限
界を下回るので、塑性座屈とは呼ばない領域になることが少なくありません。薄肉円筒の長さを大きくしてゆくと、
次第に円周方向の波数が小さくなり、極限は断面が円を保ったまま屈曲するオイラーの長柱座屈に帰着することが知
られています(3)(5)。

【3】LS-DYNA による解析結果
材料はアルミニウムを想定し、形状は短円筒としました。短円筒を対象としたのは、長柱型の座屈を生じない条件下
で単品の性能を評価するためです。また、肉厚は a/h=10 ～ 50 の範囲で検討しました。

プログラムはLS-DYNA を使用し、以下の２つのタイプの要素で検討しました。

・完全積分S/R ソリッド（ELFORM=2) ・Belytschko-Wong-Chiangシェル（ELFORM=10)

縦弾性係数 E  = 70,000 N/mm2

ポアソン比 ν = 0.3
降伏応力 Sy  = 100 N/mm

2

接線係数 Et  = 7,000 N/mm
2

円筒の長さ l = 50 mm
平均半径 a = 25 mm
肉厚 h = 2.5 mm  (a/h=10)

h = 1.25 mm (a/h=20)
h = 0.5 mm  (a/h=50)
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円筒の上下は剛体壁ではさみ、上側の剛体壁を1000mm/sec で圧下しました。摩擦係数は 0.3 としました。マススケー
リングは考慮せず、また、この程度の条件下では剛体壁の圧下速度の影響は小さいことを確認しています。

Fig.1, Fig.2はa/h=10の結果を示します。軸対称のバルジングの座屈モードが先行した後、周方向の波数n=2の非軸対称
モードに分岐することがわかります。図から明らかなように、シェル要素とソリッド要素では端部の挙動が大きく異なる点に
注意が必要です。シェル要素では端辺の巻き込みが明瞭であり、非軸対称モードに移行した後も、図中の変位20mm付近まで
巻き込みが維持されています。

Fig.1 荷重 -変位関係　a/h=10　シェル Fig.2 荷重-変位関係　a/h=10　ソリッド

Fig.3 荷重 -変位関係　a/h=20　シェル Fig.4 荷重-変位関係　a/h=20　ソリッド

Fig.6 荷重-変位関係　a/h=50　ソリッドFig.5 荷重 -変位関係　a/h=50　シェル
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これに対してソリッド要素では端部は面として剛体壁に接しているため、初期の巻きこみがなく、この結果、非常に
高い初期荷重のスパイクを生じます。しかし、非軸対称モードが現れると端面にめくれを生じ、摩擦力が失われるため、軸対
称モードから非軸対称モードへの切替は一気に進みます。この結果、荷重も急激に低下します。弊社らの過去の検討によれば、
この種の挙動についてはソリッド要素の方が現実に近いと考えられます(4)。従ってこの構造をエネルギ緩衝材として応用する
場合は、初期の高い荷重を緩和することが重要な課題です。なお、図中に示すように、シェル要素、ソリッド要素共に、非軸
対称モードについて周方向の波数nは2、また軸方向の半波数mは2です。

Fig.3, Fig.4 は a/h=20 の結果を示します。a/h=10 に比べ荷重の水準はおよそ1/3 になっています。また後で評価す
るように初期の軸対称の波長は短くなります。非軸対称モードはn=3 の 3 角形です。肉厚が薄くなっているので、シェ
ルとソリッドの差異はFig.1, Fig.2ほど明確ではなくなっていますが同一ではありません。

Fig.5, Fig.6 は a/h=50 の結果です。薄肉となった結果、シェル要素では非軸対称のモードが軸方向に複数形成され
ています。変形図からわかるようにこの複数のモードは上端から順にしわが折り畳まれるように形成され、この間の
荷重はほぼ一定の水準に保たれます。荷重の絶対的な水準は高くありませんが、エネルギ緩衝材の動作ストロークを
かせぐ場合には、このような挙動は有用です。

しかし、Fig.6のソリッド要素の結果を見ると、非軸対称モードの波数がn=4からn=2に途中で変化しています。これは軸方
向荷重の水準が下がるに従って摩擦による拘束が弱まり、挙動が不安定になることを示しています。従って薄肉の円筒の場合
は、両端にフタを設けるか、ハニカム構造のように複数を連結して使用するような対処が必要です。なお、n=2のモードを生
じて屈曲に至るような挙動の発生については、理論解との比較を検討しているので、後の解説を参照して下さい。

【4】理論解による評価（その 1：初期対称座屈）
円筒シェルの軸方向座屈に関しては過去に多数の研究がありますが、特に肉厚が薄い場合には初期不整の影響が強く
現れ、厳密さを追うほど統一的な議論をすることが妨げられるのが現実ではないかと考えられます。エネルギ吸収材

として座屈を利用しようとする場合には、このような初期不整による不確定性は排除することが必要です。

FEM の結果からも明らかなように、a/h が 10 程度の厚肉であれば、座屈の挙動は比較的安定になります。このような
厚肉の円筒シェルであれば座屈の臨界荷重は増大し、弾性座屈ではなく材料の降伏による変形が先行するようになり
ます。また端面の摩擦によって円筒の半径方向の膨張が妨げられるので、初期の座屈形状は軸対称となります。従っ
て、軸対称の塑性座屈を評価することが今回の FE M 解を評価するための第1 歩となります。

軸対称座屈の理論解としては、Timoshenkoの著書(3)が最も代表的なものです。エネルギ法と呼ばれる伝統的な手順によれば、
座屈による変形形状を想定し、外力のなす仕事と、変形に伴う内部のひずみエネルギの増加量を等置し、外力の最小値を見出
すことによって座屈荷重と座屈モードを見出します。最初に変形形状を仮定することから始めるので、この手法による解は近
似解ですが、極めて実用的な方法です。

今回の円筒シェルについては、半径方向の変位として(1)式が
仮定され、Fig.7に示すようにシェルの母線がm個の半波形で
変形するとされています。

l

xm
 sin Aw

π−= ・・・(1)

座屈応力の解だけを示すと(2)式の通りです。座屈応力は円筒

の半径と肉厚の比a/hで定まり、長さ l には依存しないという
重要な結果が導かれます。また、このときの変形の半波長は

m/l であり、(3)式によって表されます。

Fig.7　円筒シェルの軸方向圧縮
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弾性座屈応力

(υ =0.3 の場合)

半波長

今回の結果をこれらの式と比較するとFig.9 のようになります。
(6)式は加工硬化の影響が大きい場合に実測値と良い一致を示す
と言われており(2 )、今回もシェル要素の結果はこれに近くなっ
ています。しかし、ソリッド要素の結果は端面の効果によって
その 2 倍近い値を示しており、これらの理論解から簡単に推定
することはできません。FEM と実測の対比が必要です。

今回のシェル要素の解析によって得られた軸対称の座屈波形を
Fig.10 に示します。図から読み取れる半波長の長さと、(3)式の
対比をTable1 に示します。両者は良好な一致を示し、波長に関
しても弾性座屈理論を適用して大過ないことがわかりました。

壁面の軸方向の曲げ剛性のみを接線係数 E t に置換した
Timoshenkoの解：

)1(3a

EEh

2

t
cr

ν
σ

−
= ・・・(4)

曲げだけでなく、円周方向の変形も接線係数Et に支配されると
考えた接線係数理論による解：

)1(3a

hE
2

t
cr

ν
σ

−
= ・・・(5)

セカント係数Es を用いた塑性変形理論によるGerard の解：

)1(3a

EEh

2

ts
cr

ν
σ

−
= ・・・(6)

Fig.10 軸対称座屈波形(FEM)

Fig.9 軸対称塑性座屈応力σcr とa/hの関係

Fig.8 加工硬化曲線の例

(2)式は弾性状態に対する解ですが、エネルギ法において初期に仮定する変形を、均一な圧縮変形が与えられた状態
からの変位と置き直せば、(2)式の結果をそのまま塑性域に拡張して用いることができます。この場合、(2)式の縦弾性
係数E に替えてFig.8 に示す各種の弾塑性勾配を適用します。代表的なものに以下の3 つがあります(2)(3)。
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R/t=10
13.3
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a/h=50

a/h=20

Table1　軸対称モードの半波長(l/m)

a/h 理論解 FEM(Shell)

10 13.6 13.3

20 9.6 9.5

50 6.1 6.5

[mm]

tan θE=E ( 縦弾性係数)
tan θs=E s= σ / ε ( セカント係数)
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非軸対称座屈の挙動を評価するためには、エネルギ法に替えて、円筒シェルの一般的な変形を記述する微分方程式か

ら検討する必要があります。いま、長さ l 、半径 a、肉厚 h の円筒シェルがFig.7 の表記に従って軸方向に一様に圧縮

されるときの力の釣合い式は次のようになります（3）。

ただし、 2

2

a12

h=α
Eh

)1(N 2
x ν

φ
−

=

αは半径と肉厚から定まる形状のパラメータ、φは無次元化された圧縮応力（圧縮を正としている）を表します。Nx
は、端部の辺に加えられる軸方向の線荷重です。ここで、

v 　　 　定数 ・・・(8)

を仮定すると(7 )式の釣合いは満足され、その解は、圧縮されて半径方向に一様に膨張した結果を表します。座屈の
発生を考えるために、この一様に圧縮された釣合い状態からの微小変位 u,v,w を以下のように仮定します。

l

xm
 ins n sin Cw

l

xm
 ins n osc Bv

l

xm
 cos n sin Au

πθπθπθ === �@�@�@�@�@ ・・・(9)

これは、座屈によってシェルの母線は m 個の半波形、また円周は 2 n 個の半波形に細分化されるような変形モードが
生ずることを想定しています。境界条件として(10)式のような単純支持辺の条件を与え、(11)式のような軸方向の波
数を規格化したパラメータλを用います。

0w = 　および　 0
dx

wd
2

2

= ・・・(10)
l

am
 

πλ = ・・・(11)

・・・(7)

【5】理論解による評価（その 2：非対称座屈）
円筒が厚肉である場合には、円筒は初期の軸対称座屈の形状を保ったまま座屈が進行しますが、薄肉になると非対称座屈に分
岐するようになります。このような傾向は古くから知られており、Fig.11はTimoshenkoの著書(3)に掲載されている1920～
1930年代の実験の結果(6),(7)です。

Fig.11 円筒の軸方向圧縮試験（1920 ～ 1930 年代）

a. 対称座屈(厚肉)(6) b. 非対称座屈(薄肉)(7)
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これらの条件を(7)式に与え、その係数の行列式が 0 になる条件を求めると、高次の微小量を無視して次の結果が得
られます。

S

R

Eh

)1(N 2
x =

−
=

ν
φ ・・・(12)

ここでR と S は以下の通りです。

]n2n)3(n)7(n)1(2n)3)(2()n([)1(R 642242242442242 −++++−−+−+−++−= νλνλνλλννλαλν
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1
(

1
2

1
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])n(a1[)n
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(
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)n( S 2222
22

222222222 λννλ
νν

λνλνλ
ν

λλ −+−+
−

+
−

−++−+
−

++=

(12)～(14)式はTimoshenkoの著書(3)からの抜粋です。その中ではFluggeの原著(5)から、この式の計算結果がFig.12のよ
うに引用されています（原著と式の形式は若干異なる）。この図は、横軸に軸方向の半波長、縦軸に座屈荷重を規格化して示
し、周方向の波数をパラメータとしています。(7)式のα（すなわち半径と肉厚）とポアソン比νが与えられればFig.12を計
算することができ、得られた曲線群は出現し得る座屈モードを表しています。この図から円筒の長さに応じて以下のような結
論を導くことができます。

【5.1】　極めて短い円筒：薄板の座屈
Fig.12 の横軸の左側の限界である一点鎖線は、円筒の長さが極端に短い場合に相当します。この状態は、円筒の周を
展開して得られる薄板（n=0）を軸方向に圧縮するのと同等です。長さが短いので(11)式で定義されるλが大という
仮定を与えて(13)式と(14)式を簡単化し、またn=0とすると、(12)式の最小値はEulerが薄板の一方向曲げ（要素ストリップ）
に対して導いた以下の座屈応力に帰着します。このときの軸方向の半波数はm=1です。

要素ストリップの座屈:　 22

22

cr
l)1(12

Eh

ν
πσ

−
= ・・・(15)

【5.2】　極めて長い円筒：長柱の座屈
Fig.12 の横軸の右側の限界である破線は、円筒の長さが極端に長い場合に相当します。この状態では、円筒はその断
面を円形に保持（n=1）したまま、はりのようにたわんで座屈します。(11)式で定義されるλが小、またn=1の条件を与えると、
(12)式の最小値はEulerが長柱に対して導いた以下の座屈応力に帰着します。このときの軸方向の半波数はm=1です。

円管の長柱座屈　　　：　 2

22

cr
l2

Eaπσ = ・・・(16)

6

・・・(14)

¨

Fig.12 非軸対称座屈の発生条件(3),(5)

・・・(13)
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なお、Fig.12の右側の限界よりもやや左側の領域でn=2（断面が楕円形に変形）の曲線に極小値があるのは、円筒が長い場
合に、このようなモードが現れ易いことを示しています。ホースを軸方向に押すと、断面が楕円形に扁平化しながら屈曲する
ような現象がこれに相当します。このモードの軸方向の半波数mは小さいのが通常です。

例えば、今回の解析結果を見ても、Fig.6 ではn=4 で始まった変形が途中からn=2 に変化し、座屈荷重が大幅に低下
する例がありました。今回のように円筒を単に摩擦だけで保持して圧縮すると、特に薄肉の場合は端部の拘束が弱い
ため自由に変形し、結果的に長い円筒を押した場合と大差がなくなるため、屈曲による座屈が現れてしまうと考えら
れます。理論解からは、このような n=2 に対する極小値は、対称座屈荷重の（n2-1）/（n2+1）=3/5 になることが知ら
れており(3)、Fig.6 を見ても初期のスパイク3 ×104 N の 3/5 程度の荷重でもたつきながら、n=2 のモードによる屈曲
に落ち込んでいく様子がわかります。

【5.3】　中間的な長さの円筒
中間的な長さの円筒では、Fig.11 の b に示すような座屈形状が現れます。このような変形では軸方向の波長は比較的
短いので、(11)式で定義されるλの 2 乗が大きな数になるという前提の下に、(13)式と(14)式のそれぞれ括弧の中の第
1 項までを残すと、(12)式を(17)式のような簡単な形にすることができます。なお、この式は、n=0 とすると対称座屈
の結果に帰着します。

222

22

2

2222
x

)n(

)1()n(

Eh

)1(N

λ
λν

λ
λανφ

+
−++=−=

この式は、n とλの関係（円周方向と軸方向の変形の対応関係）が(18)式の条件を満たすとき、(19)式に示す最小値を
与えます。すなわち、(18)式が座屈モード、(19)式が座屈応力を表します。

最小値出現の条件　　：　 )1(3
h

a21)n( 2
2

2

222

ν
α
ν

λ
λ −=−=+

・・・(18)

最小値（座屈応力） 　：　
)1(3a

Eh

h

)N(
2

crx
cr

ν
σ

−
== ・・・(19)

これより、非対称座屈の座屈応力は、対称座屈と同様に円筒の長さには無関係で、かつその値は対称座屈の結果に等
しいという重要な結論が導かれます。但し(18)式において、n が正値となる条件、すなわち非対称座屈が成立する条
件は次のようになります。

非対称座屈の成立条件：　 h/)1(3a2 22 νλ −< ・・・(20)

例えばFig.12 の例で計算すると、横軸に関して ma/l ＞ 0.18 の領域で非対称座屈が発生することをこの式は示して

います。いま、ストリップの座屈を生じている極端に短い円筒の長さを徐々に長くする状況を考えましょう。軸方向

の半波数は当初 m=1 であるので、 a/l が0.18 を超えると、周方向に波数 nの波（ローブ）が発生し、軸長の増加に伴っ

て n は増加します。しかし、n は無限に増加する訳ではなく、都井(2)はやはり(18)式に基づいて次のように上限があ
ることを示しています。まず、軸方向波長の周方向波長の比βを(21)式のように定義し、これを(18)式に代入すると
(22)式が得られます。

n

a2

m

l2 β= ・・・(21) )1(3
h

a2
)

1
(n 222 ν

β
β −=+ ・・・(22)

(22)式で、β +1/ βの最小値は2（β=1 のとき）であるので、n は以下の条件を満たす必要があります。

)1(3
h

a
n2 22 ν−≤ ・・・(23)

Fig.12 の例に対して(23)式を計算すると ≤n 8.8 となります。すなわち、円筒が長くなり周方向の波数が8 に達すると、

次は軸方向の半波数m が1 から2 に増加すると同時に、n は0（対称座屈）に戻ります。そして、再びn が増加して8 に
達すると、次はm=3 になるという挙動を繰返すことになります。この間、座屈応力の値は、(19)式の一定値に保たれます。

・・・(17)

（座屈モード）
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【5.4】　FEM解との対応
5.3 に示した非対称座屈に対する解が弾塑性座屈に対しても適用できるか検討しました。Fig.13 は今回の形状 a/h=10
～ 50 について(12)式を計算した結果です。縦軸の座屈応力を規格化するのに、Eに替えて tsEE を使用しました。図
中のプロットは FEM 解を示します。(12 )式が意図している座屈発生の条件に、FEM 解は沿っていることがわかります。

Fig.13 非軸対称座屈の理論解との比較

また、Table2 は周方向波数 n について(18)式および(23)式から推
定される結果と FEM 解を比較したものです。a/h=10,20 については
良い一致が認められます。a/h=50 は FEM の方が波数を小さく与えて
いますが、これは周方向のメッシュ分割が不足し、波数を表現する
のに不十分であったことに一因があります。メッシュ分割を細かく
すると、波数は改善されますが、座屈後の挙動が不安定となったた
め、今回はこの薄肉のケースについてはそれ以上の検討をしていま
せん。

以上の検討結果より、非対称座屈に対しても、弾性の理論解を弾塑性領域
に拡張して大過ない結果となることがわかりました。但し塑性座屈では、
しわが折り畳まれるように進行するので、円筒が十分に長ければnはその
上限値、すなわち(23)式で定まるのが実態と考えられます。しかし、今
回のように円筒が短い場合は、mの増加に制約があるので、nは(18)式に
従ってより小さい値にとどまります。これらの知見に対しては、更に検討
が必要です。

【6】初期不整による荷重-変位特性の改善
a/h=10 の厚肉円筒の場合、Fig.2 に示したように端部は面として剛
体壁に接しているため、初期の巻きこみがなく、非常に高い初期荷
重のスパイクを生じます。この構造をエネルギ緩衝材として応用す
る場合、このスパイクを緩和することが重要な課題です。そこで、上
端に軸方向半波長(l/m)の 1/2 程度の切欠きを持たせることで、初期
荷重のスパイクの緩和を図りました。

2 箇所に切欠きを入れた結果を Fig.14 に示します。2 箇所に切欠き
を持たせることにより、本来生じるべき 2 波の非軸対称モードをス
ムーズに誘導しています。また、バルジング変形による初期の周方向の伸
張座屈が排除され、初期荷重のスパイクを1/2程度に減少させることが可
能となりました。

Table2　周方向波数n
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1
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l/ma

φ
 =

 σ
cr
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2 )
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・　　がFEMで出現したmに対応する値。
・（ ）内の計算結果を切捨ててnとした。

50

20

10

　※メッシュが細かい場合は5。
　※座屈後の挙動が不安定。

　理論解(18)式 理論解(23)式 　FEM解
a/h 　　 　m=1　　　m=2 m=3 （n の上限値） 　　　（Shell）

　 2  2 　  2 　　2 　　2
（2.56）　　（2.86）　　（2.21） 　（2.87）
　 3  3  4 　　4 　　3
（3.21）　　（3.96）　　（4.01） 　（4.07）
　 4 　5  6 　　6 　 4 (5)
（4.21）　　（5.52）　　（6.19） 　（6.43） 　 　
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その変形を滑らかに誘導できるような不整を正しく計画することが必要です。

【7】結論
LS-DYNA を用いて中空円筒の軸方向圧縮解析を行いました。シェル要素とソリッド要素を用いて座屈挙動を評価した
結果、シェル要素による解は古典的な弾性座屈理論、及びその延長上にある塑性座屈理論によって、大筋を説明する
ことができることを確認しました。しかし、円筒端部の仕上げが座屈挙動に及ぼす効果など、実用設計上の知見を得
るにはソリッド要素による解析も重要であり、今後の研究が待たれます。
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Fig.14 荷重-変位関係　切欠き２つ Fig.15 荷重-変位関係　切欠き３つ

3 箇所に切欠きを入れた結果を Fig.15 に示します。このケースでも初期荷重のスパイクは減少しています。しかし 3
箇所に切欠きを持たせることにより、本来生じるべき 2 波の非軸対称モードではなく、3 波の非軸対称モードに誘導
され、変形の進行の様子、及び荷重 - 変位関係は不安定となりました。

すなわち、初期不整を利用して初期の過大な荷重を低減するには、非軸対称モードで現れるべき変形形状を予測し、
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