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ここに変形の微小変化によって生ずる歪エネルギの変化dWは、次のようになります。 

 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3dW d d d               ･････(1-2) 

 

例えば、右辺第一項のσ1λ2λ3は第一方向の力であり、移動量dλ1を乗じてエネルギを表しています。(1-2)式を応 

力に対して示すと、 

 
1

i
j k i

W
  





    ･････(1-3) 

一方、ゴム材料は変形によって体積がほとんど変化しない非圧縮の材料です。この条件を伸長比を用いて示すと(1-4)式、

さらに(1-3)式に代入して(1-5)式となります。 

 1 2 3 1       ･････(1-4） i i
i

W
p 




 


 (i=1～3)  ･････(1-5) 

材料が非圧縮であると、静水圧応力 p は仕事をしないので、(1-5)式には任意の大きさを持つ p を追加しています。この事

実は、非圧縮性材料の応力場は変形から完全には決定できないことを示しています(2)が、ここではこれ以上は踏込みません。 

 

【２】 Ogden モデル 
Fig.2-1 は Ogden によって同定された実在のゴムのひずみエネルギ関数 W を示します。２つの方向の伸長比λ1とλ2に対

して W の分布を描いており、この曲面の勾配が応力に相当しています。研究の初期においては、neo-Hookean 則あるいは

Mooney 則に代表される W のモデル化がある程度の成功を収めてきました(2),(7)。これらは主に単軸の材料試験や、熱力学的

な考察を背景にした理論です。しかし、Fig.2-1 からわかるように、λ1とλ2が共存する高いひずみの領域では、W は強い

非線形を示し、これらの理論の適用には限界がありました。一方、多軸場のひずみエネルギ関数を表すために、Valanis と

Landel は次のような簡単な仮定を提案しています(5),(6)。 

 

1 2 3( ) ( ) ( )W w w w        ･････(2-1) 

 
すなわち 1 つの関数 w の各方向に対する値の線形和で W が示されま           

す。各方向のエントロピーの和が全エントロピーに相当することが念頭に

おかれていますが、それ以上の根拠はなく、むしろ【3】以下に示すよう

に、W を効率的に近似するための便宜と考えるのが妥当です(8)。Ogden

はこの式に対応する実際の関数形として、次の 

ような N 次の級数を提案しました(9),(10),(11)。 

 1 2 3
1

3n n n

N
n

n n

W   
  



   
  ･････(2-2) 

ここで、μnとαnは定数 

(2-2)式は無変形状態λ1=λ2=λ3=1 のときに、W=0 となるようになっています。(2-2)式を(1-5)式に代入すると、次のよう

に簡単な応力の表示が得られます。 

1

1 1

n n

N N

i i n i n i
n n

p p      

 

       (i=1,2,3) ･････(2-3) 

 

【３】 非線形 CAE のための材料モデリング 
複雑な曲面形状をもつひずみエネルギの分布を同定するには、応力場の異なる単純な材料試験を組合せ、係数を推定するの

が現実的な方法です。ゴムの非圧縮性を利用すると、以下のように巧みな応力場の設定が可能です。 

 

3.1 単軸引張（Simple Tension) 

これはリボンのような長尺の試験片の引張に相当します。引張方向の伸長比をλ1とすると、それ以外の方向は(1-4)式の非

圧縮性を満足するように、なりゆきで縮みます。すなわち、 
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Fig.2-1 実在ゴムのひずみエネルギー関数 
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引張方向  λ1=λ1 

長辺方向  λ2= 1   （拘束）    ･････(3-7) 

厚み方向  λ3＝λ1-1 （自由なので、同時にσ3= 0） 

 
すなわち、引張方向と厚み方向には正負逆のひずみが生じます。これらは主ひずみであるので、下記の主せん断ひずみが試

験片内部に生ずることになります。 

 1
1 3 1 1e e           ･････(3-8) 

単軸引張のときと同様に、これらを(2-3)式に代入すると 

 1 1 2 3 1
1 1 1

0n n

N N N

n n n
n n n

p p p        

  

          ･････(3-9) 

(3-9)式から p を消去し、また単にσ1＝σ、λ1=λと表記すると次のようになります。ただしσは真応力です。また公称応

力を s とすると、σに対しては断面積比を乗じます。 

  
1

n n

N

n
n

    



   ･････（3-10）   1 11

1

n n

N

n
n

s       



    ･････(3-11) 

 
Fig.3-2 は Ogden が参照している Treloar(12)の実験で実際に用いられた試験片を、MARC を用いて解析した結果です。試験

片の初期寸法は 75mm×5mm であり、引張によって側部に凹の湾曲を生じますが、精度にはほとんど影響しません。 

 

3.3 一様 2 軸引張（Equi-Biaxial Tension） 

この試験では、Fig.3-3 に示すように正方形の薄板材料を縦横に一様に引張ります。Ogden モデルの前後には、この種の試

験が多数行われ、以下のような知見がまとめられています(6), (8), (12)。 

 
（１） 2 軸の各引張方向の伸長の組合せを変えた試験を行うことより、Ogden モデルの基礎をなす Valanis らの仮定（2-1)

式が実験的に裏づけられる。 

 
（２） 高ひずみ領域の弾性の立ち上がりは、2 軸試験において顕著に現れる。 

 
（３） ひずみ場の等価性より、単純圧縮に相当するデータが得られる。（以下の(3-12)式は厚み方向に単純圧縮した場合と

等価です。） 

 
一様 2 軸引張を伸長比で示すと、 

 2 軸方向  λ1=λ2   ･････(3-12) 

 厚み方向  λ3＝λ1-2（自由なので、同時にσ3=0) 

 
これらを(2-3)式に代入すると 

 
1 2 1

1

2
3 1

1

0

n

n

N

n
n

N

n
n

p

p





   

  







  

  




   ･････(3-13)  

(3-13)式から p を消去し、また単にσ1＝σ、λ1=λと表記すると次 

のようになります。ただしσは真応力です。 

  2

1

n n

N

n
n

    



     ･････(3-14) 

 
また公称応力を s とすると、σに対しては断面積比を乗じて 

  1 2 11

1

n n

N

n
n

s       



     ･････(3-15) 

Fig.3-3 一様 2 軸引張 
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【４】 Ogden モデル定数の同定 
現在では、材料試験で得られた荷重-変位関係からモデルの定数を近似計算で求めるプログラムも提供されています。しか

し、ここでは Treloar(12)の実測値に対して Ogden(9)が同定した手順をたどり、係数のもつ意味を調べてみます。 

 

4.1 第 1 次項の同定（低ひずみ領域λ< 2) 

Ogden モデルは、(2-2)式に示すように N 次の級数です。まず第 1 次項だけを用いて低ひずみ領域を同定します。Fig.4-1(a)

に単純引張の実測値をプロットで示します。原点付近の勾配は、(3-5)式の初期弾性率 E に相当します。Ogden は E の実測

値から、α1とμ1の積が約 8×10-2kg/mm2であるとしています。 

 
Fig.4-1(a)の実線は、この条件の下で単純引張の応力と伸長比の関係(3-4)式を計算した結果です。α1=1 とα1＝2 は先行の

他のモデル Varga および neo-Hookean で採用されている値であり、Ogden はα1=1.3 を採用しました。同様に Fig.4-1(b)

に他の引張方向に関する結果を示します。λ＜2 程度の低ひずみ領域で、概ね実測値を再現できていることがわかります。 

 

(a)α1の選定（単軸引張）     (b)純せん断,一様２軸引張 

Fig.4-1 第 1 次項の同定（低ひずみ領域λ＜2） 

 

4.2 第 2 次項の同定（高ひずみ領域 4 <λ< 7） 

次に次数を上げて高ひずみ領域での特性を合わせます。単軸引張の第 2 次項の寄与は(3-4)式より以下のようになります。 

 
2

2

1
11 2

2 2ns
  

 


 
  

 
    ･････(4-1) 

λが大きければ、右辺かっこ内の第 2 項は 0 に近づくので、第 1 項のみを残して両辺の対数をとると、 

 2 2 2log log 1 logns          ･････(4-2) 

 
(4-2)式を実測値と共に両対数グラフに示すと Fig.4-2(a)のようになります。4<λ<7 程度の高ひずみ領域に着目して直線を

当てはめると、その傾きはα2-1、ｙ切片はμ2 に相当します。図よりα2=5、μ2=1.2×10-4［kg/mm2］を読み取れます。第

1 次項と第 2 次項をあわせて応力を計算すると Fig.4-2（b）のようになり、単軸引張について実測値をほぼ再現することが

わかります。尚、μ1/μ2を更に微調整すれば、その精度は向上するとされています。 

 
図中、純せん断も実測値との一致は良好です。Ogden はこれを幸運と指摘していますが、後述のように Fig.2-1 のひずみエ

ネルギ分布のグラフ上をたどる経路は、単軸引張も純せん断も大きく異ならないので、このような結果になっていると考え

られます。なお、一様 2 軸引張については、第 2 次項まででは立上りを表現できていません。 
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(a)第 2 次項の寄与（単軸引張）      (b)単軸引張,純せん断,一様 2 軸引張 

Fig.4-2 第 2 次項の同定（高ひずみ領域 4 <λ< 7） 

 

4.3 第 3 次項の同定（一様 2 軸引張の特性改善） 

一様 2 軸引張の特性を改善するために、第 3 次項を追加します。（3-4）式、（3-11）式、（3-15）式より、各方向の第 3 次項

の寄与は、 

 単軸引張  
3

3

1
11 2

3 3ns
  

 


 
  

 
   ･････（4-3)   

単軸せん断  3 31 1
3 3ns      

      ･････（4-4） 

 一様 2 軸引張  3 31 2 1
3 3ns      

      ･････（4-5） 

右辺かっこ内の第 1 項は、いずれも共通であるので、一様 2 軸引張だけを操作するには、（4-5）式のかっこ内の第 2 項を際

立たせることが必要です。λの大きい領域では指数が負であれば 0 に近づくことを利用すると、α3<-1/2 とすれば、この項

だけが生き残ることがわかります。また、（4-5）式全体を正にするには、μ3＜0 であることが同時に必要です。以上の条件

に従い、（4-5）式の対数をとると、 

    3 3 3log log 2 1 logns            ･････（4-6） 

第 2 次項のときと同様に両対数グラフに直線をあてはめ、α3=-2,μ3=-0.1×10-2［kg/mm2］が得られます。第 3 次項までを

用いると、Fig.4-3（b）に示すように 3 方向ともに実測値を良く再現することがわかります。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
(a)第 3 次項の寄与（一様 2 軸引張）     (b)単軸引張,純せん断,一様 2 軸引張 

Fig.4-3 第 3 次項の同定（一様 2 軸引張の特性改善） 
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