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特集１】　２次元の線形補間
１ .はじめに
２次元面内で与えられた観測値の分布から、面内の任意の点における値を推定するという問題は、解析の分野でもよく直
面する課題です。例えば、異なるメッシュで得られた温度データを用いて、熱応力解析を行わなければならないようなこ
とは往々にしてあり、適当な変換プログラムがなければ、多くの労力を強いられることになります。

今回、紹介するのは２次元の線形補間プログラムです。求めようとする点に最も近い３点のデータを利用し、その３点に
よって張られる２本のベクトルから、対象とする点のデータを補間するという考え方に基づいています。線形補間である
ので、十分な密度で観測値がないと精度が期待できませんが、気軽に使用できるのが強みです。

本稿は、MIT在籍中の佐久田博司先生（青山学院大学）の web*で紹介されている内容を参照させて頂いたものです。

２ .ベクトルによる線形補間
Fig.1-1に示すように、２次元の座標 x, yを持つ点 Pについて、未知数 Tを求める問題を考えます。この点のデータを、P

（x,  y,  T）と表すことにします。P のまわりに３個の観測点を考え、それらの点での値が同様の表記に従って、P0 (x0,  y0,

T0),　P1(x1,  y1,  T1）,P2  (x2,  y2,  T2)で表されるとします。この３点で作るベクトルは、1つの平面を作ります。

=(x1-x0,　y1-y0,　T1-T0) ・・・・・(1) =(x2-x0,　y2-y0,　T2-T0)・・・・・(2)

また、求めるべき点 Pに関する次のベクトル

=(x-x0,　y-y0,　T-T0) ・・・・・(3)

が V1，V2が作る平面上にあると考えると、次のように定義できます。

V=αV1+βV2 ・・・・・(4)

ここで、α、βを求めるために Vを xy平面上に写し、そのベクトル

を V’とします。

V’= AV = (x-x0,  y-y0, 0) ・・・・・(5)

・・・・・(6)

(4),  (5)の式より

V’=αAV1+βAV2 ・・・・・(7)

となり、V’1 , V’2は V1 , V2の x-y平面への写像とすれば、

V’1= AV1 = (x1 - x0,  y1 - y0,  0) ・・・・・(8)

V’2= AV2 = (x2 - x0,  y2 - y0,  0) ・・・・・(9)

となります。従って (7)式は、

V=αV’1+βV’2 ・・・・・(10)

となります。(10)式より

V’1・V’=αV’1・V’1+βV’1・V’2 ・・・・・(11) V’2・V=αV’2・V’1+βV’2・V’2・・・・・(12)

・・・・・(13)  ・・・・・(14)

以上のようにα、βの値が定まります。

なお補間に用いる 3点は求めたい座標に最も近いものを採用しますが、V’1と V’2が以下の場合は、α、βは存在しません。

（V’1・V’1）（V’2・V’2）-（V’1・V’1）　 　0・・・・・(15)    すなわち　 ・・・・・(16)

ここでθは V’1と V’2の角度です。(16)式を満たす条件は、(17)～ (19)式のようになります。

V1 P0P1= V2 P0P2=

V P0P=

A
1 0 0
0 1 0
0 0 0

=

α
V ′ V′1⋅( ) V′2 V′2⋅( ) V′ V′2⋅( ) V′1 V′⋅ 2( )–

V′1 V ′1⋅( ) V ′2 V′⋅ 2( ) V′1 V ′⋅ 2( )2+
----------------------------------------------------------------------------------------------= β

V′ V2⋅( ) V1 V1⋅( ) V′ V′1⋅( ) V′1 V ′2⋅( )–

V′1 V′1⋅( ) V ′2 V ′2⋅( ) V ′1 V ′2⋅( )2–
-------------------------------------------------------------------------------------------=

≅ V′1 V′2 V1 V2 θcos⋅≅⋅

Fig.1-1　ベクトルによる線形補間
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これらの 3つの条件は、いずれも 3点がほぼ一直線上に並ぶこ

とを意味しています。このような場合は、次に近い点を候補と
して採用するものとします。こうしてα、βの値が定まれば、
最終的に次式により Tを求めることができます。

T=T0+αT1+βT2-(α+β）T0 ・・・・・(20)

３ .解析例
Fig.1-2に示すような厚肉円筒の熱伝導問題を考えます。簡単のために、以下のように内・外面の温度が固定されているも

のとし、肉厚内の定常温度分布を求めます。
内半径：a=50mm→ Ta = 20℃ 外半径：b=100mm→ Tb = 300℃ ・・・・・(21)

半径を rとするとき、温度の理論解は、(22)式で与えられます。Fig.1-3に MARC**による解析結果を示します。理論解に

一致する結果となっています。尚、この解は熱伝導率には依存しませんが、低次要素を使用する場合、半径方向におよそ
10分割以上としないと、精度の良い結果は得られません。

T=｛T2loge(r/a)+T1loge(b/r)}/loge(b/a) ・・・・・(22)

   　

Fig.1-2  熱伝導解析のメッシュ Fig.1-3  温度分布 (熱伝導解析）

Fig.1-5  温度分布（熱応力解析）Fig.1-4  熱応力解析のメッシュ

θ  0またはπ ・・・・・(17)

：(x0 ,  y0)  (x1 ,  y1） ・・・・・(18)

：(x0 ,  y0)  (x2 ,  y2） ・・・・・(19)

≅

V′1 0≅ ≅

V′2 0≅ ≅
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次に、この温度分布を用いて熱応力解析を行います。MARCでは、ポストファイルを介して熱伝導・熱応力解析を行う場

合、メッシュは共通であることが必要です。今回はその原則を曲げて、Fig.1-2とは異なるメッシュを用いて熱応力解析を

行うものとします。Fig.1-4に熱応力解析に使用するメッシュを示します。解析手順は以下の通りです。

(a) Fig.1-2に示すモデルで熱伝導解析を行う。

(b) このとき、ユーザ・サブルーチン IMPDを用いて節点の座標値と温度をテキストファイルに出力しておく。

(c) 熱応力解析では、(b)のファイルをユーザ・サブルーチン NEWSVで読み込む。

(d) このとき線形補間のアルゴリズムを利用し、読み込んだ温度データから Fig.1-4のメッシュの積分点位置での温度

　　　を求め、熱応力を計算する。
Fig.1-5に (d)で処理した結果を示します。Fig.1-3と同一の分布となっていることがわかります。

特集２】　応力の座標変換

１ .はじめに
特集１に示した円筒の問題では、応力は周方向と半径方向で表示するのが一般的です。しかし解析上はソリッド要素を使
用しているので、その応力は全体座標系（X，Y）で表現されています。従って、応力の出力に座標変換を施せば、結果

の解釈が容易になります。しかし出力もさることながら、応力の座標変換のより重要な意義は、材料の異方性に代表され
るような方向に依存する条件設定を、可能にする点にあります。例えば、円筒が複合材料によって構成され、周方向に配
向した問題を扱う場合には、ソリッド要素の材料主軸の方向性を予め変更しておくことが不可欠となります。ここでは２
次元での取扱いから解説し、３次元まで拡張した例を紹介します。

２ .応力の座標変換の考え方（2次元）
Fig.2-1の△ ABCを物体内の点 Pを囲む微小三角形とみなします。面 ABに生じている応力 Tの x, ｙ方向成分を Tx及び

Ty, 面 ABの法線の方向余弦を lx, lyとすると

・・・・・(1)

応力 Tを面の法線 n (lx,  ly)、およびそれと右手系をなす t (l’x,  l’y)に分解して得られる垂直応力σnとせん断応力τは

σn=Txlx+Tyly τ=Txl’x+Tyl’y・・・・・(2)

(2)式をマトリックス表示すると

・・・・・(3)

(1)と (3)を組み合わせると

・・・・・(4)

Fig.2-1で示したとおり u-v直角座標系を選ぶと、σnとτはこの

座標系の垂直応力σu、およびせん断応力τuvに対応しています。

・・・・・(5)

u-v座標系における v方向の垂直応力は vの方向余弦が l’x,  l’yであ

ることから次のように与えられます。

・・・・・(6)

(5),(6)の式を組み合わせ、対称な形に表示すると (7)式のようになります。

σx τxy
τxy σy

lx
ly 

 
  Tx
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 
 

=
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  lx ly

l’x l’y
=

Tx
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Fig.2-1　2次元のベクトルの座標変換
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・・・・・(7)

ここで、u-v 座標系は x-y 座標系に対して、反時計まわりに θ の傾角

をもつ座標系となります。lx, ly および l’x,l’y は u, v の方向余弦なので，

Fig2-2に示すように (8)が求められます。

lx=l’y=cosθ ly=-l’x=sinθ ・・・・・(8)

また、x-y 座標系に対して、反時計周りに θ だけ回転させる座標変換

を与えると、

x軸： y軸：

となるので、座標変換マトリックス G は (9)式または (10) 式のように

なります。

・・・・・(9) ・・・・・(10)

従って、(7)式は (10)式を用いて (11)式のように表すことができます。このマトリックス積の乗算を実行し、(8)式の記号

を用いれば、(12)式の関係が得られます

・・・・・(11)

３ .３次元への応用
２次元の座標変換は、座標系の回転する角度で座標変換マトリックスを決めましたが、これは３次元の場合には容易でな
いので、別の方法で決定します。Fig.2-3に示すように、任意に 3次元ベクトル Vの u,  v,  w座標軸方向の成分を（ Vu,  Vv,

Vw)とし、同じベクトル Vの x,  y,  z座標軸方向の成分を（Vx,  Vy,  Vz)とすると、この二つの座標系の間の座標変換は、次

のように表されます。

・・・・・・（13)

上式の座標変換行列の要素 Cijの物理的意味を知るために、3次元ベクトル Vとして、特に u軸方向の単位ベクトル euを

取り上げてみます。euの u,  v,  w軸方向の成分は、(1,  0,  0)となります。これを (13)式の右辺のベクトルに代入して乗算

を実行すると、（C11, C21, C31)が euの x,  y,  z軸方向の成分となることがわかります。同様にして、（C12, C22, C32)が v軸方

向の単位ベクトル ev,  また（C13, C23, C33)が w軸方向の単位ベクトル ewの x,  y,  z軸方向の成分となります。すなわち、(13）

式の座標変換行列の第 1、第 2、第 3列は、それぞれ変換前の座標軸 u,  v,  w方向の単位ベクトルを変換後の座標系 x,  y,  z

の成分で表したものになっています。

以上の手順を用いて座標変換行列を決定します。はじめに、局所座標系 u軸を取ります。その一端つまり a端における断

面の 2つの断面主軸の方向を v, w軸とします。この u,  v,  w軸方向の単位ベクトルの成分を、全体座標 x,  y,  zで表すこと

ができれば、局所座標系から全体座標系への座標変換が得られたことになります。このために、以下に示す計算を行いま
す。Fig2-4を参照して下さい。

まず u軸を決定する両端 a, bの座標（xa,  ya,  za)および (xb,  yb,  zb)を決定します。この他に、u, v軸を含む平面内に点 Cを

選び、その座標を（xc,  yc,  zc)とします。点 Cは、v軸に近いことが望ましいのですが、u軸上でなければ、uv面のどこに

あっても差し支えありません。さて、点 a,  bを結ぶベクトルを au、また点 a，cを結ぶベクトルを acとすると、これらの

ベクトルの x,　y,　z座標系内での成分は (14)式のようになります。

σu τuv
τuv σv

lx ly
l’x l’y

=
σx τxy
τxy σy

lx l’x
ly l’y

1
0

θcos
θsin– 

 
 

→ 0
1

θsin
θcos 

 
 

→

G θcos θsin
θsin– θcos

= G
lx ly
l’x l’y

=

σu τuv
τuv σv

G
σx τxy
τxy σy

GT=

Vx
Vy
Vz

C11 C12 C13
C21 C22 C23
C31 C32 C33

Vu
Vv
Vw

=

θ

θ

ycosθ

xcosθ

ysinθ

-xsinθ

Fig.2-2　座標軸の回転

σu=σxcos2θ+σysin2θ+2τxysinθcosθ

σv=σxsin2θ+σycos2θ-2τxysinθcosθ ・・・・・(12)

τuv=-(σx-σy）sinθcosθ+τxy(cos2θ-sin2θ)
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次に、au と ac のベクトル積を作ると、両者の直交する方向すなわち w 軸方向のベクトルが得られるので、これを計算し

て aw とおくことにすると (15) 式となります。さらに、v 軸方向のベクトルを得るために、aw と au のベクトル積を求め、

これを avとします。

・・・・・(15） ・・・・・(16)

これで、u,  v,  w軸方向のベクトル au,  av,  awを決定することができました。これらを単位ベクトルにするには、それぞれ

のベクトルの成分をそのベクトルの長さで割ります。

・・・・・(17)

ここで、

したがって、局所座標から全体座標への 3次元の座標変換行列 C3は、次のように求められます。

・・・・・(18)

但し、MARCのユーザ •サブルーチン ORIENTで入力する座標変換マトリックス Gは、全体座標系から局所座標系への座

標変換なので、以下のように求められます。

・・・・・(19)

au

xb xa–

yb ya–

zb za–

aux
auy
auz

≡= ac

xc xa–

yc ya–

zc za–

acx
acy
acz

≡=

aw

aux
auy
auz

acx
acy
acz

×
auyacz auzacy–

auzacx auxacz–

auxacy auyacx–

awx
awy
awz

≡== av

awx
awy
awz

aux
auy
auz

×
awyauz awzauy–

awzaux awxauz–

awxauy awyaux–

avx
avy
avz

≡==

eu

aux lu⁄
auy lu⁄
auz lu⁄

eux
euy
euz

≡= ev
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avy lv⁄
avz lv⁄

evx
evy
evz

≡= ew

awx lw⁄
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ewx
ewy
ewz
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lu aux
2 auy
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2

+ += lv avx
2 avy

2 avz
2

+ += lz awx
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=
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Fig.2-3
3次元ベクトルの座標変換

Fig.2-4
5
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Fig.3-3　3次元の座標変換

４ .解析例
特集 1で使ったものと同じ厚肉円筒での熱応力問題を考えます。Fig.1-5に示したような温度分布を与えました。このと

き、平面ひずみ条件、すなわち紙面垂直方向の変位を0に拘束する条件では、円周方向応力の理論解は次のようになります。

　　ここで　k＝ b/a

MARCの要素タイプ 11の平面ひずみ要素では応力の方向は全体座標系と一致しています。したがって、このモデルで応

力の第 1 方向を円筒の中心から積分点への方向、すなわち半径方向とすることにより、(9) 式によって簡単に座標変換マ

トリックスが決まります。円周方向は第 2 方向となります。こうして求められた円周方向応力の分布を Fig.3-1 に、また

半径方向のパスプロットを Fig.3-2に示します。

次に要素タイプ 7の 3次元立体要素を使って、上記の 2次元のモデルを Z軸方

向へのばしたモデルを考えます。Fig.3-3に示すように、このモデルでは積分点

を a（xa,　ya,　za）とすると、u 軸を決定する点 b を b　(0,　0,　za）と決めら

れます。点 bは、円筒の中心軸上で高さが zaの位置を示すことになります。次

に u-v平面を決定する点 cを u軸上にない十分に遠い点　c(-10-10,　1010,　za)と

決めます。au と ac のベクトル積から w 軸方向のベクトルが得られ、これを aw

とします。更に、aw と au のベクトル積から v 軸方向のベクトル av が得られま

す。これで u,　v,　w 軸方向のベクトルが全て求められました。これらをその

長さで割り単位ベクトルとし、転置を求めることで座標変換マトリックスが求
められます。

これを用いて求められた応力分布図を Fig.3-

4 に、また半径方向のパスプロットを Fig.3-

5に示します。

以上に 2 次元、3 次元の例を示しましたが、

その解は同一であり、かつ理論解と一致する
ことがわかります。
* ：http://web.mit.edu/hsakuta/www/Doc/
　　　　Bilinear/Bilinear.html
**　：MARCは日本マーク株式会社殿の

製品です。
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